Geometryczny (macierzowy)
opis tancuchow Markowa




Procesy Markowa zawdzieczaja swoja nazwe ich tworcy

Andriejowi Markowowi, ktory po raz pierwszy opisat problem
w 1906 roku. Uogodlnienie na przeliczalnie nieskonczone
przestrzenie stanow zostato opracowane przez Kotmogorowa
w 1936. tancuchy Markowa maja zwigzek z ruchami Browna
oraz hipoteza ergodyczna, dwoma waznymi w fizyce

tematami, ale powstaty jako uogolnienie prawa wielkich liczb
na zdarzenia zalezne.




Definicje wprowadzajace

» Proces Markowa - ciag zdarzen, w ktorym prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia
zalezy jedynie od wyniku poprzedniego. W ujeciu matematycznym, procesy Markowa to
takie procesy stochastyczne, ktore spetniaja wtasnos¢ Markowa.

» tancuchy Markowa to procesy Markowa z czasem dyskretnym.

tancuch Markowa jest ciagiem X;, X,, X5, ... zmiennych losowych. Dziedzine tych
zmiennych nazywamy przestrzenia standw, a realizacje X}, to stany w czasie n. Jesli
rozktad warunkowy X, ., jest funkcja wytacznie zmiennej X,

.P[Xﬂ+1 £ y|X.|:|.,X1,Xg, . ..,Xﬂ} == P[:Xﬂ+1 £ y|Xn}

to mowimy, ze proces stochastyczny posiada wiasnos¢ Markowa.




Definicje wprowadzajace cz. 2

»

Rozktad poczatkowy: Rozktadem poczatkowym nazywamy rozktad (dyskretny) zmiennej
Xo.

Macierz przejs¢: Jesli tancuch Markowa jest jednorodny, rozktad prawdopodobienstw
przejsS¢ miedzy poszczegolnymi stanami moze by¢ przedstawiony jako macierz, zwana
macierza prawdopodobienstw przejscia. Jest to macierz stochastyczna, oznaczamy
zwykle litera P, gdzie wyraz (/, ) wyraza sie wzorem:

Pz‘,j = P(Xﬂ+1 :_j' | Xﬂ_ — E)

Z jednorodnosci wynika, ze rzeczywiscie p;; nie zalezy od n. Przyktadowo element p, ;
oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu pierwszego do stanu trzeciego.




Definicje wprowadzajace cz. 3

»

Réwnania Chapmana-Kotgomorowa:

Prawdopodobienstwo przejscia ze stanu 7 do stanu jw n krokach nazywamy
prawdopodobienstwem warunkowym.

P = P(Xpin = | Xm = 1)

Dla prawdopodobienstw przejsc spetnione sg nastepujace rownanie, nazywane
rownaniami Chapmana-Kotmogorowa:

ﬂ.+m
{ Z Pz aﬁh
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Intuicyjnie jest jasne, ze aby dojs¢ do stanu j mozna po drodze przejs¢ przez dowolny
inny stan skomunikowany z /i /. Stosujac zapis macierzowy, réwnania Chapmana-
Kotmogorowa mozna zapisaC w postaci:

Pm+ﬂ — Pm Pﬂ-1

gdzie przez P” jest macierza przejs¢ w n krokach.




Definicje wprowadzajace cz. 4

»

Klasyfikacja stanow:

Mowi sie, ze:

stan /jest osiagalny ze stanu J, jesli p;, >0;

stany / i j sa skomunikowane, jesli sg wzajemnie osiggalne. Oznaczenie: / — .

Mozna wykazac, ze relacja skomunikowania jest relacjg rownowaznosci. Zatem zbior
mozliwych stanow mozna podzieli¢ na klasy abstrakcji wzgledem tej relacji. Kazda z klas
tworzy zbior stanow wzajemnie skomunikowanych.

Stany chwilowe i rekurencyjne:

Niech 7, 0znacza prawdopodobienstwo tego, ze startujac ze stanu /tancuch kiedykolwiek
do niego powrdci.

Jesli /=1 to stan /nazywany jest rekurencyjnym.

Jesli £, < 1 to stan /nazywany jest chwilowym.

Kazdy stan jest albo chwilowy albo rekurencyjny. Stan / jest rekurencyjny wtedy i tylko
wtedy, gdy:

Z pﬁ] = 00,
n=1




Motywacja tancuchow Markowa

Przyjrzyjmy sie przyktadom sytuacji, ktére mozna za ich pomoca opisywac i pytan, na
ktoére pozwalaja one odpowiadac.

Przyktad 1:

Student raz w tygodni bierze udziat w zajeciach z rachunku prawdopodobienstwa. Na
kazde zajecia przychodzi przygotowany badz nie. Jesli w danym tygodniu jest
przygotowany, to w nastepnym jest przygotowany z prawdopodobienstwem 0.7. Jesli
natomiast w danym tygodniu nie jest przygotowany, to w nastepnym jest przygotowany
z prawdopodobienstwem 0.2. Interesuja nas odpowiedzi na pytania w rodzaju:

» Jesli student jest w tym tygodniu nieprzygotowany, to ile tygodni musimy srednio czekac
az bedzie przygotowany?

» Na dtuzsza mete, jak czesto student jest przygotowany?




Motywacja tancuchow Markowa

Przyktad 2:

Hazardzista zaczyna grac z kapitatem poczatkowym 1000 zt. W kazdej rundzie
rozgrywki z prawdopodobienstwem 0.5 wygrywa 10 zt i z prawdopodobienstwem 0.5

przegrywa 10zt. Celem hazardzisty jest zdobycie kwoty 5000zt, ale zakonczy gre takze
jesli wczesSniej zbankrutuje.

» Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uda mu sie zdobyc¢ 5000z#?
» Jak dtugo musi Srednio gra¢, aby zdoby¢ te kwote lub zbankrutowac?

» Co jesli hazardzista nie przestaje grac, chyba ze zbankrutuje? Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze sie to stanie? (ignorujemy w tym miejscu, to ze wczesniej
umrze/zachoruje/zasnie/inne)

Whiosek:

Zauwazmy, ze we wszystkich powyzszych przyktadach mamy do czynienia z
obiektem/systemem/uktadem, ktdry zawsze znajduje sie w jednym z pewnej liczby
stanow (student jest w stanie "przygotowany", badz w stanie "nieprzygotowany",
hazardzista w stanie "0z{", "1zt", itd.). Ponadto stan, w ktorym znajdzie sie za chwile jest

wybierany losowo, ale prawdopodobienstwa znalezienia sie w poszczegdlnych stanach
zaleza tylko od aktualnego stanu.




Zadanie

Przyktad 1:

Pchta skacze miedzy ziemia, kotem i cztowiekiem. Za kazdym razem wybiera miejsce
docelowe z takim samym prawdopodobienstwem (rownym ). Mogtaby tak skakac

w hieskonczonosc, gdyby nie to, ze po wskoczeniu na cztowieka ginie. lle Srednio
skokéw pchta wykona przed Smiercia, jezeli zaczyna na ziemi?

Wartos¢ zmiennej losowej to suma wszystkich iloczynéw postaci:
(liczba skokow) - (prawdopodobienstwo tej liczby).

Wypiszemy wszystkie mozliwe drogi pchty: zginie ona po 1 skoku, jezeli od razu skoczy
na cztowieka, co zapisujemy C ; po 2 skokach - KC (najpierw na kota, potem na
cztowieka), po 3 skokach - KZC po 4 skokach - KZKC i tak dalej. Kazdy taki ciag
dtugosci r ma prawdopodobienstwo (1/2Ar), r=1,2,..., a zatem $rednio pchta

wykona X =3 skokow. Oznaczajac s=%7% + =2 Srednig ilos¢ skokéw pchty mozemy
Wyzhaczyc, sumujac ponizsze wyrazenie kolumnami:




Zadanie cz. 2

T 1
Yoo g
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A zatem pchta wykona srednio 2 skoki.




Rozbudowanie przyktadu

»

Rozbudujmy ten przyktad i wpuS¢my do pokoju psa. Zasady skokéw pchty pozostaja
takie same, ale teraz prawdopodobienstwo wyboru kazdego docelowego miejsca skoku
to 1/3. Mozemy rozwigzywac zadanie tak samo jak przedtem - bedzie to nieco dtuzsze,
ale nadal wykonalne. Mozna tez nieco inaczej. W obu powyzszych zagadnieniach miejsce
kolejnego przeskoku zalezy tylko od tego, gdzie pchta znajduje sie w danej chwili, a nie
od jej przesztej podrézy. Ponadto z géry wiadomo, jakie sa mozliwe potozenia pchty, tak
zwane stany - {Z,K,C} lub {Z,K,P,C} oraz jakie sg reqguty poruszania sie miedzy stanami.
Oznacza to, ze w obu przypadkach mamy do czynienia z faricuchem Markowa. Reguty
przeskoku to prawdopodobieristwa przejscia miedzy stanami. Prawdopodobienstwo
przejscia ze stanu i do stanu j oznaczamy przez Pi,j.

W zagadnieniu | mamy:

1
Pzec= Pzx = Pxz = Prc = E;

dla kompletnosci przyjmiemy jeszcze Pcc= 1. W zagadnieniu Il jest podobnie:

|
F‘._{I:..-: P;{"”- :P;{P :FH;{:FHP: P.'-._'If_' :PP..'-".' :FF‘.'-.' = _PF‘IZ'.': E




Rozbudowanie przyktadu cz. 2

oraz Pcc=1. Wygodnie jest zapisac takie prawdopodobienstwa w macierzy albo
wyrysowac je jako graf. Na przyktad dla wtasciciela dwéch zwierzat macierz oraz graf
beda wyglada¢ nastepujaco:

0 1/3 13 1/3

F_[l,fa 0 13 1;3‘
Y3 13 o0 13
0o 0 0 1

1/3




Podsumowanie przyktadu

W ogolnej sytuacji powiemy, ze ciag zmiennych losowych X, X;, X, ... tworzy

jednorodny tancuch Markowa o przestrzeni standw S={£,, ..., £}, jezeli dla dowolnego
n=0,1,2,.. i dowolnego ciagu stanow £, ...., £, E;,.; mamy

:j[:.xuﬂ_ = E|'..+| .er = E|:| = :}[:'x”"'l = EI‘"”

}fu = E[..:, - :,...'.{n;;u = E|',.,:|.

Oznacza to, ze dochodzac do kazdego stanu, tancuch ,zapomina”, skad przyszedt,
a prawdopodobienstwa przejscia w nastepnym ruchu zalezga tylko od potozenia

biezacego. Wtasnos¢ te nazywamy wtasnoscig Markowa i tak wtasnie jest w powyzszych
przyktadach.




Zastosowania

» Losowanie obiektéw: Aby wygenerowac losowy obiekt zgodnie z
pewnym rozktadem konstruujemy tancuch Markowa dla ktérego
rozktad ten jest rozktadem stacjonarnym, EO czym wykonujemy
odpowiednio dtugie symulacje tego tancucha. To Eodejécie nazywa
sie metoda Monte Carlo z wykorzystaniem tancuchow Markowa (ang.
Markov Chain Monte Carlo).

» Modelowanie: Za pomoca tancuchow Markowa mozna skutecznie
modelowac wiele naturalnych procesow i struktur. Na przyktad
modelujac w ten sposob jezyk naturalny mozna zbudowac algorytm
kompresji tekstu. Alternatywnie, modeli takich mozna uzy¢ do
generowania losowych tekstow. Modele Markowa pojawiaja sie tez

ardzo czesto w biologii obliczeniowej.

» PageRank: Imponujacym zastosowaniem tancuchow Markowa jest
stworzony przez firme Google algorytm szeregowania stron
PageRank. Algorytm ten bazuje na tancuchu Markowa, ktory jest
modelem procesu poruszania sie uzytkownika po zbiorze wszystkich
(znanych systemowi) stron WWW.,




